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Zusammenfassung

In dieser Arbeit entwickle ich das Konzept der Silver Machines.
Vermoge einer speziellen Maschine — der Koepke-Richardson-Silver-
Machine — wird das Starke Covering Lemma ohne Benutzung der
Feinstrukturtheorie bewiesen.
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0 Einfiihrung

Einleitung

Silver Machines ermoglichen eine andere Sicht auf das konstruktible Univer-
sum, das Kurt Godel 1938 eingefiihrt hat. Dieses Maschinenkonzept wurde
zuerst von Jack Silver entwickelt, der das Wort Maschine aus seiner Moti-
vation heraus gewéhlt hat, die ihn dazu brachte, diese zu entwerfen. Man
konnte sie genauso gut ,,Silver-Hierarchie“ nennen, da Silver Machines be-
schreiben, wann Mengen entstehen — dhnlich wie in der Jensen-Hierarchie.
Ein auf #hnlichen Ideen basierender Zugang geht auf Friedman und Koepke
[5] zuriick. Die vorliegende Arbeit kniipft sehr stark an die Dissertation von
Thomas Lloyd Richardson [4], einem Studenten von Silver, sowie an einige

Vortriage meines Betreuers, Peter Koepke, an.

Das konstruktible Universum L der Mengenlehre ist als die Klasse der Men-
gen definiert, die sich aus dem folgenden transfiniten Prozefl ergeben: Wir
beginnen mit einem leeren Ly, fiir bereits definiertes L, bestehe L,y aus
allen Teilmengen von L, die durch e-Formeln definierbar sind, und fiir Li-
mesordinalzahlen A nehmen wir die Vereinigung aller vorherigen Stufen der

Konstruktion, Ly = |J Lq. SchlieBlich sei L= |J L,.
a<< a€0n

Es erweist sich, dafi L das kleinste Modell der Mengenlehre ist, d.h., es ist
eine Teilklasse aller anderen Modelle. Als eine Konsequenz der sehr konkre-
ten Definition hat L einige fundamentale Eigenschaften, die in ZF'C alleine
nicht entscheidbar sind. Tatséchlich hat Goédel dieses Modell definiert, um
die Konsistenz von ZFC und der Kontinuumshypothese (CH) zu zeigen.
Dieser Beweis beruht auf dem Kondensationslemma, das aussagt, dafl ;-

Substrukturen von L zu Stufen von L kondensieren.

Im Kontrast zu dieser Einfachheit gibt es kompliziertere Aussagen, z.B. kom-

binatorische Prinzipien (wie das [J-Prinzip) oder das Covering Lemma. Es



war Ronald Jensen, der 1972 eine Losung fiir derartige Probleme gefunden
hat, die sogenannte Feinstrukturtheorie. Die Idee besteht darin, den Uber-
gang von Ly zu L,41 genauer zu betrachten und diesen Prozefl mittels einer
,Buchhaltung® zu beschreiben. Auch heute noch — nach 25-jihriger Ent-

wicklung — ist diese Methode extrem kompliziert und miihsam.

Ebenfalls in den frithen siebziger Jahren fand Jack Silver einen anderen Zu-
gang — die Silver Machines. Diese Maschinen reduzieren die Betrachtungen
auf Berechnungen mit Ordinalzahlmengen. Ahnlich wie fiir L wird eine neue
Hierarchie fiir diese Mengen, M?, definiert. Analog zum Kondensationslem-
ma haben wir eine Collapsing Property, d.h., abgeschlossene Strukturen (die
vermoge eines Hiillenoperators erzeugt werden) kondensieren zu Stufen der
Maschine. Anders als beim konstruktiblen Universum passiert jedoch wenig
beim Ubergang von M? zu M9+, Dies wird durch eine gewisse Finiteness
Property sichergestellt, die alle Informationen, die fiir diesen Schritt benotigt
werden, in einer endlichen Menge, die selbst von einfacher Form ist, kodiert.

Diese Grundlagen werden im ersten Kapitel entwickelt.

Die Koepke-Richardson-Silver-Machine, die im zweiten Kapitel definiert
wird, besteht aus Funktionen, die fiir die Kodierung und Dekodierung von
Ordinalzahlfolgen benutzt werden, aus einer Wahrheitsfunktion und einer
Skolemfunktion. Die letzteren stellen die Beziehung zwischen der Maschine

und der Situation in L her.

Das Covering Lemma* sagt aus, da — unter der Annahme, da 0% nicht
existiert — jede iiberabzihlbare Ordinalzahlmenge von einer Menge aus L
mit gleicher Kardinalitéit iiberdeckt wird. Es wird im dritten Kapitel als
Anwendung der Koepke-Richardson-Silver-Machine bewiesen. Abschliefend
zeigen wir das Starke Covering LLemma, eine Verstidrkung der vorstehenden

Aussage, namentlich die Erweiterung auf Strukturen.

*Traditionell heiBt es Lemma, jedoch wiire Satz passender, und es wird auch gelegentlich
so genannt. Wie dem auch sei, wir bleiben bei der traditionellen Bezeichnung.



Notationen

Die grundlegenden Konzepte der Mengenlehre (insbesondere das konstrukti-
ble Universum L) werden als bekannt vorausgesetzt. Alle Schreibweisen und
Definitionen, die nicht ausdriicklich eingefiihrt werden, sind Standard und

koénnen, beispielsweise, in Drake [2] gefunden werden.

Wir benutzen die iiblichen logischen Symbole: A (und), V (oder), = (nicht),

3 (es existiert), V (fiir alle), — (impliziert), ( und ) (Klammern)

Fiir zwei Mengen x und y schreiben wir z = y, wenn = und y isomorph sind
(d.h., es gibt eine bijektive Funktion von x nach y, die alle Strukturen auf
x erhilt; die Strukturen werden aus dem Kontext klar werden). Weiterhin
schreiben wir x C y, wenn x eine (nicht notwendig echte) Teilmenge von
y ist. Fiir die Menge aller Teilmengen von x mit Kardinalitdt x schreiben
wir [z]". Fiir eine Ordinalzahlmenge X sei lub X (least upper bound) das
kleinste 6 mit X C §. Wie iiblich bezeichnen kleine griechische Buchstaben
Ordinalzahlen.

Sei f: x — y; wir schreiben dom f fiir die Domain und range f fiir den Range
von f, s.d. f C range f x dom f. Die Menge aller Funktionen f mit Domain
z und range f C y wird als ®y notiert. <“z ist die Menge aller endlichen
Folgen in x. Wenn z und y geordnete Mengen sind und f eine Bijektion,
die diese respektiert, dann schreiben wir f: x PN y. Schliefllich ist f eine
partielle Funktion f: z — y, falls dom f C x. Fiir zwei partielle Funktionen
f und g schreiben wir f(z) ~ g(z), um auszudriicken, daf§ f(z) definiert
ist gdw. g(z) definiert ist, in welchem Falle sie iibereinstimmen. Weiterhin

f(x)| gdw. f in z definiert ist, sonst f(x)7.

(B, <) heiit gerichtete partielle Ordnung, wenn es eine partielle Ordnung
(eine transitive und reflexive Relation) ist und Va, b€ B 3ceB (a < c AN b < ¢)

gilt. Sei 7 = (b, €)pep s (Th1by)p, <p, €I kommutatives System von Abbil-



dungen, d.h., 75,0 (6,,€) — (Yo, €) ist ordnungserhaltend und, wenn
by < by < b3, dann 7y, = Tyyp, © Tpyp,- Dann heiit (A, B, 7)), p gerichteter

Limes des gerichteten Systems Z gdw.
i) m: (W, €) — (A, £) ist ordnungserhaltend,

ii) A= | rangem, und
beB

iii) wenn b; < by, dann 7, © Ty, = T, -
Wir nennen dieses System wohlfundiert gdw. (A, &) wohlfundiert ist. Es ist
eine wohlbekannte Tatsache, dafl je zwei gerichtete Limites eines Systems
isomorph sind; daher kénnen wir im Falle, da8 (A, F) wohlfundiert ist, (v, €)
als den gerichteten Limes nehmen, wobei v der transitive Kollaps von (A, E)

ist.



1 Silver Machines

Wir beginnen mit einer Reihe von Definitionen. Zunéichst der allgemeine Be-

griff einer Maschine und der fundamentale Abschluf3- oder Hiillenoperator.

Definition 1 (Maschinen) Eine Folge M = (On, <, M;) wobei M;

1<w?
eine partielle (Klassen-) Funktion M;: <“On — On (fiir alle i < w) ist,

heiit Maschine.

Fiir § € On setzen wir M? = ((5,<ﬁ(52,M~‘S

; )Kw, wobei M? = M;N (5 x <¥§).

Geméf dieser Definition ist eine Maschine im wesentlichen eine abzéhlbare
Folge von Funktionen. Intuitiv kénnte man diese Funktionen als Algorith-
men zur Erzeugung neuer Mengen aus einem Input sehen. Die ,,Stufen® M9
dieser Maschine beschriinken die Berechnungen, so da3 wir Mengen an Stel-
le von Klassen erhalten. Die Idee der Stufen ist, daf, wenn die Stufe M?
der Maschine (als Operator) auf eine Ordinalzahlmenge X angewandt wird,
wir alle Mengen erhalten, die aus X in d-vielen Schritten berechnet werden

koénnen.
Definition 2 (Abschlufl) Fiir 6 € On und X C J sei
X = {y|x cvconview M [“v]cy}.
M?[X] ist der Abschluff der Menge X unter der Stufe § der Maschine M.

Fiir eine Maschine M und eine Ordinalzahl § heifit eine Menge X M?°-
abgeschlossen (cl),(X)) gdw. X € 6 und MO[X] = X.

Nun konnen wir erkldaren, was wir unter isomorph beziiglich einer Maschine
verstehen wollen: Fiir ein 6 und eine M°%-abgeschlossene Menge X schreiben
wir M9 =~ X gdw. es eine ordnungserhaltende Bijektion 7= von M % nach X
gibt mit

Vi <w Vu e <“s ﬂ(Mf(u)) ~ M? (m(u)).



Die néchste Eigenschaft beschreibt eine Maschinenstruktur, die langsam und

kohérent wéchst. Sie fithrt zum Begriff der Silver Machine.

Definition 3 (Finite Support Property — FSP) Eine Maschine M
erfiillt die Finite Support Property (FSP) gdw. es fiir alle §€ On eine endliche
Menge Hs C § gibt, s.d.:

i) Hs ¢ M°+'[{6}]

ii) Wenn X M O_abgeschlossen mit Hs ¢ X und M S~ x ist, dann ist
X U {6} M**1-abgeschlossen mit Mo+! 22 (X U {6}).

Intuitiv heilt das, daB der Schritt von der Stufe § zur Stufe § + 1 durch nur
endlich viele Ordinalzahlen kodiert werden kann und dafl die Berechnungen

fritherer Stufen erhalten bleiben.

Definition 4 (Silver Machine) Eine Maschine, die FSP erfiillt, heifit
Silver Machine.

Im Rest dieses Kapitels arbeiten wir einige Konsequenzen dieser Definition
heraus, man koénnte sagen, wir zerlegen FSP in handliche Kigenschaften.
Die erste ist das Analogon zum Kondensationslemma in L. Grob gesprochen
sagt die Collapsing Property aus, daf§ abgeschlossene Strukturen von einer

einfachen, kohdrenten Form sind.

Definition 5 (Collapsing Property) Eine Maschine M erfiillt die Col-
lapsing Property gdw.: immer, wenn X M?-abgeschlossen ist (fiir ein §€On),
dann ist M? = X, wobei § = otp(X).

Satz 1  Silver Machines erfillen die Collapsing Property.

Beweis Fiir 6 € On und ein M%-abgeschlossenes X sei 6 = otp(X) und
76 2 X. Erweitere 7 durch (5) = J. Bemerke zunichst das folgende

triviale Faktum:

vij <& clh? (X N (7))



Um dies zu sehen, beachte, da8 M™™ [X N7 (7)] € M? [ X N7 (7)]N7 (7)) C
X N (n).

Wir zeigen induktiv: Vi < & M7 = X N« () (Dies impliziert M? = X.)
Fiir n = 0 und lim# ist dies klar. Daher nimm 7 = i + 1 an, und es sei
pu=m (i) € X. Nach Induktionsannahme haben wir M# = X N . Nach dem
Faktum wissen wir clf, (X N u). Wegen FSP gibt es ein H,, ¢ M [{u}] N
p C X Np. Daher MATL 2 (X np)U {u} = X Nm(a+ 1), was zu zeigen

war. =

Bermerkung 1 Sei M eine Maschine, die die Collapsing Property erfiillt.
Wenn 6 € On und X C 6, dann 7: M® = MO[X] und § = M? [X], wobei
§ =otp (M°[X]), m: & <P MO[X] und (X] =X.

Beweis Sei die Situation wie in der Bemerkung. Aus obigem Satz erhalten
wir M® = MP[X]. Seien Y = M°[X] und Y = 7 [Y]. Damn ist Y M?-
abgeschlossen mit X C Y, also M%[X] C Y. Daher Y = 4. -

Definition 6 (Kollabierungsfunktion, Strukturerhaltend) Sei X fiir
ein 6 € On M?-abgeschlossen und =: M?® =~ X. Dann nennen wir 7 Kolla-
bierungsfunktion. In diesem Fall schreiben wir auch m: § &£ X (= rangen)
oder 7: § = § (range ist MO%-abgeschlossen). Wenn 7: 6 — ¢ und range

M9 -abgeschlossen fiir ein &' < ¢ ist, dann heiBt 7 strukturerhaltend.

Wir bemerke, daf§ die folgenden Aussagen nach der Collapsing Property

dquivalent sind:

Il

i) m:06
ii) 7 ist ordnungserhaltend und Vi < w Vu € <¥§ W(Mf(u)) ~ M? (7(u)).
iii) 7 ist ordnungserhaltend und M?® [rangen] C range .
Weiterhin ist 7: 6 — § strukturerhaltend gdw. m ordnungserhaltend ist und
fiir i < w und u € <“§, wenn Mf(u)l, dann M? (7(u))] und W(Mf(u)) =

§7TU.
M; (7 (w)) <



Proposition 1
i) Jede Kollabierungsfunktion ist strukturerhaltend.
i1) Seien my: dp = 01 und w1 61 = d2. Dann m o mp: 0y = Jo.

i11) Seien my: 8y = 01 und mwi: d2 = d3, wobei rangemy C rangemy. Dann

—1 ~

T omy: O = d2.
iv) Wenn m: 6y — 01 strukturerhaltend ist, dann 7: 0y = lub (range ).

v) Seien my: &g — 01 und w1 : 69 — O3 strukturerhaltend, wobei range my C

range m1. Dann ist 7 Vo mo: 8 — 0 strukturerhaltend. -

i) — iii) sind per definitionem klar. Fiir iv) bemerke, dafl per definitio-
nem cl‘]s@ (range ) fiir ein 02 < ;. Offensichtlich ist lub (rangen) < ds.

Daher gilt M"WPCangem) [ranger] < M9 [rangen] C rangem und folglich

lub(range )
cly,

(range ). v) folgt unmittelbar aus iii) und iv).
Die néchste Eigenschaft sagt aus, daff lediglich die Kenntnis einer endlichen
Ordinalzahlmenge notwendig ist, um zu verstehen, was bei einer zusétzlichen

Berechnungsstufe passiert.

Definition 7 (Finiteness Property) FEine Maschine M erfiillt die Fi-
niteness Property gdw. es fiir alle § € On eine endliche Menge F5 C § gibt,
s.d. fiir alle X € 6 4 1 gilt: MO [X] ¢ M2 [(X N ) U Fs) U {5}

Satz 2 Silver Machines erfillen die Finiteness Property.

Beweis Wihle Fy = Hj. Dann ist nach FSP die rechte Seite MO9ti-
abgeschlossen. Da X eine Teilmenge der rechten Seite ist, gilt dies ebenfalls

fiir den M%+t1_Abschluf. #

Definition 8 (Direct Limit Property) Eine Maschine M erfiillt die
Direct Limit Property gdw. das folgende gilt: Sei 7 = (1, €)yc g » (Tbyba )3, <iy,
ein wohlfundiertes gerichtetes System mit gerichtetem Limes (v, €, ),

Wenn jedes 7,3, strukturerhaltend ist, so auch .



Satz 3 Silver Machines erfillen die Direct Limit Property.

Beweis Zunichst bemerke, dafl jedes 7, nach Definition des gerichteten
Limes ordnungserhaltend ist. Sei X} = range (m;) und erweitere m;, durch

7 (75) = lub Xp,. Wir zeigen M X6 [X;] C X,

Fiir alle b € B zeigen wir per simultaner Induktion tiber o < v, daf}, wenn
wir fiir ein o < 7, haben, daBl m, (o) = o, dann 7, | ap: ap = «, d.h.,

M“[Xbﬁoz]CXbﬂa.

Fiir a = 0 ist dies klar. Fiir beliebige i < w und v € <“qu, s.d. § =
M (mp(u)) ], haben wir zu zeigen, dal f€ X;Na. Sei pp = max (m(u))UB < «
und wihle v > b, s.d. § = my (§) fiir ein 3 < 4 und H, C Xp. (Dies ist
moglich, weil fiir jedes 0 € v ein ¢ € B existiert, s.d. § € range (7.) und
somit ¢ € range (my) fiir jedes ¢ > ¢, und weil H, endlich ist.) Nun seien
u' = e (u) (also my (v/) = mp(u)) und i/ = m,' (u) < p < a. Nach der
Induktionsannahme und FSP ist my | (' +1) @ (@' +1) = (p+ 1). Es folgt,
da M* () = 3.

Weil § < a < lub X3, haben wir 8 < £ fiir ein £ € X, (sonst wire 5 >
lub X3). Sei & < W, s.d. 7 (&) = € und & = mpy (§). Daher my (§y) = &
und schlieBlich 8" < & € range myy. Somit g/ < lub (range mpy ). Nun ist
ot Yy = lub (range mpy ), und wir konnen schlielen, dafl (5) = 3 fiir

ein B < ap. Dann 3 = my o myy (B) = m (8) € Xj N wie gesucht. -

10



2 Die KRS-Machine

In diesem Kapitel konstruieren wir eine Silver Machine, die fiir L und den

Beweis der Covering Lemmas geeignet ist.

Als erstes miissen wir unsere Sprache definieren.

Definition 9 (Sprache, Terme, Formeln) L bestehe aus den folgen-
den Symbolen: €,=,V,—,(,); Variablen v; fiir alle i € w; Quantoren 3, und

S, fiir all o € On.
Im folgenden werden Terme und Formeln induktiv definiert:

i) Wenn s und ¢ Variablen oder Terme sind, dann sind (s = ¢) und (s € t)
Formeln. Wir schlieBen den Fall aus, dafl s oder ¢ eine Variable ist, die

als gebundene Variable in t respektive s auftritt.

ii) Wenn ¢ und % Formeln sind, dann sind (¢ V %), (= ¢) und (Fv;) ¢
Formeln. Fiir den V-Fall erlauben wir nicht, dafl eine Variable, die frei
in ¢ vorkommt, in 1 gebunden ist oder umgekehrt. Fiir den 3,-Fall

darf v; nicht gebunden in ¢ sein.

iii) Wenn ¢ eine Formel, v; die einzige freie Variable in ¢ und weder 3g
fiir ein 8 > a noch S fiir ein § > « ein Symbol in ¢ ist (d.h., ¢ hat

Rang < a, s.u.), dann ist (S,v;) ¢ (v;) ein Term.

Per definitionem haben Terme keine freien Variablen. Weiterhin kann eine
Variable, die innerhalb einer Formel gebunden auftritt, nicht frei in derselben
Formel sein; dies wird gemacht, damit freie Variablen einfach substituiert
werden konnen. Die logischen Symbole, die oben nicht spezifiziert sind (wie

Vo, <, ...), werden auf die offensichtliche Art und Weise definiert.

Definition 10 (Rang) Fiir einen Term oder eine Formel ¢ sei der Rang

von ¢, rk(p), das kleinste a, s.d.,

11



i) wenn dg in ¢ auftritt, dann 5 < « ist und,

ii) wenn Sy in ¢ auftritt, dann § < « ist.

Die Idee hinter diesen Definitionen ist, da} L, aus den Interpretationen der
Terme vom Rang < « besteht und daB (J,v;) ¢ fiir Jv; € L, ¢ steht. Eine
geeignete Zuordnung wird spéter in diesem Kapitel eingefiihrt. Als néchsten
Schritt benoétigen wir einige Werkzeuge, um unsere Sprache zu kodieren

(,,Godel-Numerierung*).

Definition 11 (Paarungsfunktion) Eine Paarungsfunktion ist eine Bi-
jektion P: <“On — On, s.d. Vu € <“On P(u) > max(u). Fiir u,v € <“On sei
u <p v gdw. P(u) < P(v). Definiere ,inverse Funktionen“ P;: On — On,
k € w, durch

Pi(8) = {

ay, wenn P~1(8) = (ag,... ,ap_1)und k < n
1 , sonst '

Von nun an fixieren wir die folgende Paarungsfunktion P:
Fiir v € <“On und a € On sei occ (a,u) = die Anzahl der as in u. Setze

u<pwv gdw.

i) occ(a,u) < occ (e, v), wobei a die grofite Ordinalzahl mit oce (o, u) #

occ (o, v) ist, oder
ii) Yo occ (a,u) = occ (a,v) und u <jey v.

Offensichtlich ist <p eine (strikte) lineare Ordnung. Beachte, dafl <p auch

wohlfundiert ist: Angenommen (u;),_  ist eine <p-absteigende Folge von

<w
Elementen aus <“On. Da es fiir jedes u; nur endlich viele v € <“On gibt, s.d.
Va oce (o, u;) = oce (o, u), kénnen wir annehmen, dafl alle u; durch Bedin-
gung i) geordnet sind. Dann sei «; = max (u;) fiir alle ¢ < w; («;) ist (nicht
notwendig streng) monoton fallend und hat daher ein Minimum, sagen wir
mit max (u;) = «; von diesen

a. Jetzt betrachte die Teilfolge von (u;);_,,

nehmen wir alle mit minimalem occ (o, u;). Alle Elemente dieser Teilfolge

12



miissen nach Konstruktion kleiner sein als der Rest. « ignorierend kénnen
wir die Suche nach dem minimalen Maximum wiederholen und so weiter.
Da diese Maxima eine streng monoton fallende Folge von Ordinalzahlen bil-
den, endet dieser Prozefl nach endlich vielen Schritten mit dem gewiinschten

Ergebnis. Daher definiert P(u) = otp_,(u) eine Bijektion P: <“On — On.

Es bleibt zu zeigen, da Vu € <“On P(u) > max(u). Angenommen nicht;
dann wihle das <p-minimale u mit o := P(u) <  := max(u). Also u = (0).
Aber P (u) > P ({(a)) > «, Widerspruch. Daher ist P, wie verlangt, eine

Paarungsfunktion.

Definition 12 (P-abgeschlossen) Eine Ordinalzahl § ist P-abgeschlos-
sen gdw. Yu € <¥§ P(u)< 4.

Definition 13 (Kodierung) Die Symbole von £ werden wie folgt mit

Ordinalzahlen identifiziert:

Symbol [l e [=|v|~[([)] » | F | S
Ordinalzahl || 0 | 1 [ 2 [3 [4]5]|i+6| P((1,e)) | P((0,1,))

Damit kann jeder Term oder jede Formel ¢ als Folge s von Ordinalzahlen
gesehen werden. Sei "¢ = P(s). In diesem Kontext identifizieren wir jede

Ordinalzahl ¢ mit der Folge (o), so daBl "o = (o).
Das folgende ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition:
Proposition 2

i) Fir alle o, € On mit o < f: w <3y < 8o < Jp

i) Wenn ¢ eine Formel oder ein Term ist und o ein Symbol, das in

auftritt, dann "o < T,

iii) Wenn ¢ eine Formel oder ein Term vom Rang « ist und [ die kleinste

P-abgeschlossene Ordinalzahl grifier als « ist, dann o < @' < .

iv) Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, wobei ¢ eine echte Teilformel von 1) ist,

dann "' < Y.

13



v) Wenn t ein Term und ¢ eine Formel ist, die t enthdlt, dann "t < "¢
vi) Wenn s und t Terme mit rk(s) < rk(t) sind, dann "s? < "t

vii) Wenn t ein Term vom Rang < « ist und p(v;) eine Formel, dann

< T(Fovi) p (vi)" und "] < T(Favi) @ (vi)7.

viii) Wenn X fiir ein 6 € On M?-abgeschlossen ist, wobei die Paarungsfunk-
tion P eine Funktion von M ist, und : MO = X, dann gilt: Es gibt
einen Term / eine Formel ¢ mit "p' €5 gdw. es einen Term / eine
Formel ¢ mit ™y € X gibt. (Tatsdchlich ergibt sich ¢ durch Ersetzung

von 3o durch 3oy und von S, durch Sp(,).) =

Beispielsweise beriicksichtige fiir viii), dafl =] (5 N w) = id. Dies ist klar, da
X M?-abgeschlossen ist und P angewandt auf die Folge von n Nullen gleich
n ist, folglich d Nw C X.

Die néchste Definition wird die Situation in L simulieren. Am Ende dieses

Kapitels wird die Maschine dann auf L abgebildet.

Definition 14 (Wahrheitsfunktion und Skolemfunktion) Wir defi-
nieren eine Wahrheitsfunktion T: {"p'|p Satz} — 2 per Induktion iiber
den Rang. Angenommen, dies ist bereits fiir alle § < « geschehen und ¢ ist
ein Satz vom Rang «. Dann wird T'(p) per Induktion iiber die Komplexitét

von ¢ wie folgt definiert:

i) Fiir Terme s = (Sgv;) ¢ (v;) und t = (Syv;) x () (seien k, m und n
— alle verschieden — minimal, s.d. vg, v, und v, nicht in ¥ und y

vorkommen):

T ("(Vgvr) (¥ (vg) < x (vk))7) 8=
T("s=t") =T ("(Vyvr) (¢ (vg) < x (vg) ANvg €1g)7), 8 <y und
T ("(Vaug) (¢ (vi) Ao €1y < x (vp))), 8 > v

T("set) =
_ {T ("Gyor) (x (vk) A (Vgom) (vm € v < ¥ (0m)))7) B =
T ("(Gyor) (X (0k) A (Yyvm) (vm € v < % (Um) A v €15))7), 8 <7’

14



wobei lg der Term (Sgvy,) (v, = vy,) ist.
ii) Logische Operatoren:
T(=y)=1\T(y)
T ("1 Vo) =T (") UT ("927)
iii) Quantor (8 < «a):
T ("(Bpvi) ¥ (vi)") = U{T ("9[t] )| ¢ Term A rk(t) < 5}
Wir sagen, dafl ¢ wahr ist gdw. T (Tp") = 1.
SchlieBlich definieren wir eine Skolemfunktion
h: {7 T ("p") = 1 A = (Javi) ¥ (v;) fiir geeignete a,7,7 } — On,

s.d., wenn "' € domh, dann t[t] wahr ist, wobei ¢ minimal mit dieser

Eigenschaft ist und ¢ = h (T¢").

Damit haben die Voraussetzungen, die gewiinschte Maschine zu definieren

und zu zeigen, daf} es sich tatséchlich um eine Silver Machine handelt.

Definition 15 (KRS-Machine) Wir definieren die KRS-Machine (Koep-

ke-Richardson-Silver-Machine) zu M = (On, <, P, P, T, h); .

Satz 4 Die KRS-Machine ist eine Silver Machine.

Beweis Wir zeigen, dafl Hs = ({ Px(9)| k < w}U{h(d)}) N wie gesucht
ist. Offensichtlich ist Hs endlich und Hs ¢ M%+![{5}]. Angenommen, X
ist M9-abgeschlossen mit Hs ¢ X und M § =~ X. Wir haben zu zeigen,
daB X U {0} M%*'-abgeschlossen mit M%+! = (X U {#}) ist. Das heiBt fiir
m (64 1) <2 (X U{6)):

) 7 (P (P 6))) = PP (P (9))

ii) Vk <w m (P (6)) ~ Py (6)

iii) 7' (6) ~T'(5)
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iv) 7 (h(0)) =~ h(d)

Das ist hinreichend, da dies alle neuen Fille in dieser Stufe sind. Fiir iii)

erinnere, dafl 7| (5 N 2) =id.

Beachte zwei einfache Fakta:
Faktum 1: Wenn ¢ P-abgeschlossen ist, dann P ((J)) = 9.
Faktum 2: Wenn § = max (P~1(4)), dann ist § P-abgeschlossen.

Fiir i) und ii) reicht es zu zeigen, daB 7 (P~ (8)) = P~*(9).

Fall 1: 6 ist P-abgeschlossen. Dann ist § P-abgeschlossen. (Fiir u € <“§
haben wir P (7(u)) < &, somit P9 (7(u))|. Daher P®(u)| mit P(u) < 0.)

Mit Faktum 1 sind wir fertig.

Fall 2: § ist nicht P-abgeschlossen. Mit Faktum 2 haben wir P~1(§) € <¥§.
Weil Hs C X, gibt es ein u € <“§ mit m(u) = P~1(5). Sei P(u) = 7. Dann
§<n,dasonst 6 > 7 (n) =7 (PS(U)> = P®(n(u))7. Daher ist 6 nicht P-
abgeschlossen, und so ergibt sich, erneut mit Faktum 2, P~ (5) €<“§. Wenn
§ <7, dann 7 (P71 (0)) <p m(u) = P~(5). Damit P° (x (P~'(5))) [, aber
pb (P*1 (5))T, was der Annahme § < 7 widerspricht. Somit § = 7 und
7 (P (3)) = P(u) = P1(6).

Fiir iii) und iv) erinnere, daf§ 7, nach viii) von Proposition 2, syntaktische
Ausdriicke erhilt. Somit ist & ein Satz gdw. § einer ist. Wenn nicht, ist das

Ergebnis trivial. Sei also d ein Satz.

Fall 1: 6 ist von einer der folgenden Formen: s = ¢, s € £, = 9 oder ¥ V x
(gewisse Terme s, ¢t und Formeln ¢, x) Dann ist iii) gem#f Definition von

T klar. Und in iv) sind beide Seiten nicht definiert.

Fall 2: ¢ ist von der Form (3,v;)% (v;). Dann ist 6 von der Form
(3r(ayvi) ™ (¢ (v;)). Wenn 6 wahr ist, dann T (¢[t]) = 1 fiir ' = h (9).
Somit 7' (w(¢) [x(t)]) = T'(§) = 1 und 7 (h (6)) > h(). Andererseits nimm

an, daB ¢ wahr ist. Dann h(d) € Hs C X. Somit gibt es einen Term ¢ mit
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e d und « () = h(S). Nun T (x(¥) [v(t)]) = T (¢ [t]) = T () = 1 und
m (h(6)) < h(5).

Es folgt, daB T (6) = T'(8) und 7 (k (8)) = h(J). -

Die folgende Definition stellt schlieflich die Verbindung zwischen der KRS-
Machine und L durch Zuordnung jedes Terms von £, d.h., der entsprechen-

den Ordinalzahl, zu einem Element von L her.

Definition 16 (Interpretation) Definere A: {7¢'|t Term} — L durch
Induktion iiber den Rang. Beachte, dafl es keine Terme vom Rang 0 oder
von Limesrang gibt. Angenommen, die Definition ist bereits fiir alle 8 < «
gegeben und ¢ ist ein Term vom Rang o + 1, sagen wir ¢t = (Sav;) ¢ (v;).
Somit hat ¢ Rang < a. Sei ¢/ (Ui,UkO,... ,vknfl) eine Formel vom Rang
< a, die keine Terme enthilt, und seien ¢; Terme mit rk (¢;) < o < rk(t),
Jj<n,sd. @(v;)=¢ [vito,... ty—1]. Somit wurde A (¢;) bereits definiert.

Nun setze
Aty ={z € Lo |La = ¢ [x, A(t0) ... s A(tn=1)] } -
Proposition 3 L, = {A(t) |t ist ein Term vom Rang < a}

Beweis Dies ist klar fiir @ = 0 und lim «. Sei also a« = +1: Angenommen
r={yeLg|Lg =1y to,... ,tn_1]} € La, wobei ¢ (v;,vpq, ... , Uk, _, ) eine
Formel der Mengenlehre ist (O.B.d.A. trete keine Variable frei und gebunden
auf.) und ¢; € Lg, j < n. Sei ¢ die Formel von L, die sich aus ¢ durch
Ersetzung jedes Auftretens von 3 durch Jj ergibt, und seien s;, j < n,
geméB der Induktionsannahme Terme vom Rang < 3, s.d. A(s;) =t;. Nun

ist s = (Sgvi) ¢ (v, S0 - ., Sp—1) ein Term vom Rang 8+ 1, s.d. A(s) = z.

Umgekehrt sei ¢t ein Term vom Rang < a. Es bleibt der Fall, dal ¢t =
(Spvi) ¢ (v;) tatséchlich ein Term vom Rang « ist. Seien ¢’ und ¢, j < n,
wie in der Definition. Da rk (t;) < 3, ist A (tj) € Lg, j < n. Daher ist A(t)
definierbar iiber Lg. Somit A(t) € L. .
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Korollar 1 Seit ein Term vom Rang . Dann ist A(t) € L. Weiterhin ist
A(ly) = Lq, wobei 1, = (Savp) (vo = vo). Also sind die Wahrheitsfunktion

und die Skolemfunktion wie erwartet:

Sei o (xg,... ,xn_1) eine Formel der Mengenlehre und o € On. Wenn ¢,
die Formel aus L ist, die sich aus @ durch Ersetzung aller 3 durch 9, ergibt,

und, wenn tj, j <n, Terme vom Rang < a sind, dann
T (paltos--- stn—1]) =1 gdw. Ly =@ [A(to),... ,A(tn_1)]. 4

Definition 17 Eine Maschine M heifit ZF~-absolut gdw. die Relation

MY (u) ~ a AZF" mit Parametern u, d, i und « ist.
Satz 5 Die KRS-Machine ist ZF~-absolut.

Beweis Natiirlich kommt es nicht auf die Numerierung der Funktionen
an. Fiir die Bestimmtheit sei My = P, My =T, My = h und M;,3 = P; fiir

alle 7 < w.

Um zu sehen, daB P°(u) ~ o AZF™ ist, zeigen wir zuniichst, daB u <5P v

AZF™ mit Parametern u, v, d ist, wobei <% fiir <p N (<“8)? steht:

b€ (R(u,v,B) NVyed (B ey — R(u,v,8) A R(v,u,3))
A= R(v,u,8)) V (VB €6 (R (u,v,8) A R(v,u,5)) Nt <gex v) ,

wobei R (u,v, ) fiir occ (u, 3) < occ (v, 3) steht:
Af e P({iedomvlv(i) =8} x {i € domu |u(i) = B}) f injektiv

Beachte, wie wichtig es ist, dal u und v endliche Folgen sind. Nun, da <“§

ein AZF_Term ist, ergibt sich P°(u) ~ o wie gewiinscht:
3f (f:{ve ¥d|v<pu}oaAVo,we S (v<pw— f(v) < fw)))
oder

V((f:{ve=slv<pu}—dAVv,we“s(v<pw— f(v) < f(w))

A On (range f)) — range f = @)
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Daher folgt, daB8 jedes P’ (u) ~ o AZF" ist. T ist wegen seiner rekursiven
Definition, in voller Linge hingeschrieben, klar. Schlielich h%(3) ~ a (wir
schreiben 3 fiir die Folge u der Linge 1):

TB)=1AFyedTicwIue <“s(B=P({4,P((1,7)),i+6,5) u)
A T(f(u,i,0)") =1AVC < a(term () = T("f (u,4,¢)") =0)),

wobei term ({) offenbar beschrinkt ist (dhnlich zu dem Teil oben, bei dem
B aufgeschliisselt wird) und f (u,i,{) = ¥ [t], wobei ¢ = "t und u 9 (v;)

reprisentiert. f (u,i,() = v kann geschrieben werden als

ds: domv — (domu + 1) (v(0) = u(0) A s(0) =0
A Vi< domwv(j+1 <domv A s(j)+1 < domu —
(u(s(f) +1) #i+6 = v (+1) = u(s(f) + ) As(G+1) = s(j) +1)
A(u(s(j)+1) =146 — s(j+domk) =s(j) +1 A Vk < domt
(v(j+1+k) =t(k) A (k+1 <domt — s (j+1+k) = domu)))).
Die Idee dieser Formel ist es, die Variable v; in @ durch den Term ¢ zu
ersetzen, wobei s ein Zihler ist. Beachte, dafl das erste d durch V ersetzt

werden kann, da der Rest der Formel s eindeutig festlegt; daher ist dies eine

AZF” _Formel, was zu zeigen war. =
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3 Covering

In diesem Abschnitt seien M die KRS-Machine und A die Interpretations-

funktion aus Definition 16.

Bermerkung 2 0! existiert gdw. es eine nicht triviale Einbettung von L
nach L gibt. Weiterhin, wenn o, 3 Limesordinalzahlen sind und w: Lo, — Lg
eine elementare Einbettung mit 7 () # v fiir ein v < @ ist, dann existiert

0. (Vgl. Satz V.4.3 in [1])
Covering Lemma

Dieser Beweis des Covering Lemmas geht im wesentlichen auf Silver und

Richardson zuriick.

Satz 6 (Jensens Covering Lemma) Angenommen 01 existiert nicht,
und X sei eine tberabzdihlbare Ordinalzahlmenge. Dann gibt es ein Y € L,

s.d.XCYund?:?.

Beweis Angenommen, ein derartiges Y existiert nicht. Wir zeigen, daf 0

existiert.

Sei v € On minimal, s.d. fiir ein iiberabzihlbares X C v kein Y € L mit
X CY und ? = ? existiert. Fixiere ein solches X. Aus der Minimalitit

von v laBt sich folgendes leicht ableiten:
i) X ist konfinal in v.
i) Ng< X <T
iii) L = ,v ist eine Kardinalzahl“

Angenommen nicht, und es seien p = 7~ und f:pu e v, wobei fe€ L.

Da X := fl[X]Cpu<wv, gibteseinY €L, sd. X CY C pund

?:?_ DaherY::f[Y}€LmitXCYCvund?z?.
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iv) ﬁEIYeL(XCY/\L):?<v)
Angenommen YeL mit X C Y und p := ?L< v. Sei f: < Y, wobei
feLl.DaX:=f1lX]Cpu<wv,gbtesein ZcL,sd. X CZ Cp
und ? = ? Wiederum widerspricht f [Z] der Annahme.

Die folgende Konstruktion ist der Hauptteil des Beweises.

Sei w: Ly — L, elementar fiir ein ©. Beachte, dafl L, ein Limes von ZF~-
Modellen ist, da v eine Kardinalzahl in L ist. Fiir > © definieren wir die

gerichtete partielle Ordnung (B,;, <):
Bn:{<5,F,ﬁ> ‘ﬂ§6<n/\Fc6/\f<N0/\ﬂ<D}

Fiir b € B, schreiben wir b = (0, F},, B). Fiir 0,0’ € B,: b < b gdw.
6 < 8y, By < By und Fy, € M% [Fy U By]. Bemerke, da8 M% [F, U 3] C
MO [Fy U By] (dh., 4 < vy, sav), falls b < .

Nun definiere f; und 5, durch fy: vy, = M% [F, U 8;]. Nach Bemerkung 1
haben wir v, = M [fb_l (Fy) U ﬁb]. Weiterhin definiere fyy: v, — v (b <
b') durch fpy = n L5 f,. Dann ist fyy strukturerhaltend. Das folgende

Diagramm mdoge die Situation verdeutlichen:

M) [F,UB) = M) [FyUBy]

be be/
fbb’

Yo —_— Yo
Beachte, daBl fyy die eindeutig bestimmte Funktion f: v, — ~ ist, die struk-
turerhaltend mit f[ B, = id[ B, und f (f; ' (Fp)) = f; ' (Fp) ist. Da M ZF~-
absolut ist und L ein Limes von ZF~-Modellen, erhalten wir, daf§ fyy € Ly,
falls 4,7y < v, wobei b < /. Jetzt definiere das gerichtete System Z, als
(Vb5 €>beBn ) <fbb’>b§b/- Es folgt, daB 7 (Z;) = (7 (), 6)1;63,7 (m (fbb’)>b§b’
existiert gdw. Vb € B, v, < v.

Von nun an sei angenommen, dafl 7 eine Limesordinalzahl ist, s.d. 7 (Z,))

existiert und wohlfundiert ist. Sei (n*, €, f;") der gerichtete Limes von 7 (Z,)).
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Fiir b < V' ist 7 (fyy) strukturerhaltend wegen fpy. Nach der Direct Limit

Property ist f;: 7 (y,) — n* somit strukturerhaltend fiir alle b € B,,.

Wegen limn ist (1, €, f3),c By der gerichtete Limes von Z,. Somit kénnen
wir eine Funktion 7*: n — n* vermége der Forderung definieren, daf3 7* o
fo = fy om fiir alle b € B, gilt. Um zu sehen, dafl 7 wohldefiniert ist,
miissen wir iiberpriifen, daf§ die Definition unabhéngig von der Wahl von
b ist: Angenommen, b < V', a € 4, und S € qy mit fy(a) = fy(B), d.h.,
Jo (@) = B. Andererseits haben wir f}, o 7 (fary) (m(a)) = f (w(v)). Mit

7 (for) (7()) = 7(B) erhalten wir wie gewiinscht f; o w(a) = f o w(5).

Weiterhin ist 7* eine Erweiterung von 7| o: Fiir beliebiges § < U haben wir

b= (8,0,6) € By, f, = id] B, fur # = id und daher 7 (fu)] 7(8) = id fiir
alle ' > b. Dann ist f; = id[7(8) und damit 7*[ 8 = 7% 0 f, = ffom = 7| .

Als néchstes zeigen wir 7 : n = n*, d.h.,
View Yue <“n (MM (u)) ~ M7 (u*),

wobei u* = 7" (u):

Zunichst nehmen wir an, dafl y* := Mi"* (u*)]. Wahle b € B, s.d. y* €
range f; und v = fj, (up), wobei uj € ¥, Dann v* = 7% (u) = 7" o fj, (up) =
Jyom (up). Da f strukturerhaltend ist, haben wir y* = f oMZrm) (7 (up)).
Daher L, = Jy € () MZT(%) (7 (up)) = y. Aus der Elementaritit von m
erhalten wir Ly = Jy € v, M," (up) = y. Nun, wenn y, = M;" (u;), dann
fo(yp) = Mj'(u)| und fi om(yp) = y*. Daher ©* (M (u)) = 7 o fy (y) =

fiom(y) = y* wie gewiinscht.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dafi M;'(u)|. Wihle wiederum b € By, s.d.
uw= [y (up) und M;"(u) = f; (). Da fp strukturerhaltend ist, haben wir y;, =
M® (up). Daher erhalten wir 7* (M (u)) = ffom (yp) = M (ff o7 (wp)) =

MZ."* (u*) unter Benutzung von 7*(u) = 7* o fy (up) = fi o 7 (up).
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Mittels des folgenden Lemmas (das spéter bewiesen wird) zeigen wir schlief3-

lich die Existenz von 0%.

Lemma 1 FEs existieren v € On und 7: Ly — L, elementar, s.d.
i) X C rangem
it) w0 ist nicht trivial.

iii) Wenn n > v und w(Zy,) existiert, dann ist 7 (Z,) wohlfundiert.

Mit © und 7 wie im Lemma nehmen wir an, da = (Z,) fiir ein n > ©
(und daher auch fiir alle ' > 7) nicht existiert. {n > v |7 (Z,) existiert }
ist abgeschlossen (fiir lim7 haben wir B, = |J B¢) und nicht leer (7 (Z3)
existiert). Sei n die grofite Ordinalzahl, s.d. C;E]Zn) existiert. Wir erhalten

die folgenden zwei Eigenschaften fiir n:

i) IFen~v 3Ip<von=M"[FUpSl:
Da 7 (Z,11) nicht existiert, gibt es ein be& B, 1 mit 7, > 0. Angenom-
men v, < n; dann b’ := <'yb, fb_1 (Fp) ,ﬂb>€Bn und daher vy < ©. Unter
Benutzung von v, = M [fb_l (Fp) U ﬂb] impliziert dies vy = v, < U,
Widerspruch. Daher n < v, < 7+ 1 und somit F' := fb_1 (Fp) und
08 := [y wie gefordert.

i) limn:
Angenommen, 7 ist von der Form § + 1 und Hj ist aus FSP. Mit F'
und (3 wie oben gilt § = §NM"[F U 8] ¢ M® [((F U Hs) N d) U B] nach
der Finiteness Property. Fiir b := (3, (F' U H;) N 6, 5) € B, erhalten wir

d = v, > U, was der Existenz von m (Z,) widerspricht.

SchlieBlich sei (n*, €, f;) der gerichtete Limes von 7 (Z,) und 7* die Er-
weiterung von 7 wie in der obigen Konstruktion. Fiir F' und [ wie
zuvor seien F* = 7*(F) und p* = 7*(8). Dann X C rangen* =

M" [F*UB*] =: Y. Daher gilt Y € L wegen der ZF~-Absolutheit und
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L = (? = max (No,ﬁ) < v). Dies widerspricht iv) vom Beginn des Be-

weises. Daher existiert 7 (Z,) fiir alle n > .

Fiir eine Kardinalzahl 7 > © konstruiere 7*: 7 — (n7)* wie oben. Wir
erweitern 7* | 7 zu einer elementaren Abbildung #: L, — L.+ vermoge
7 (A(t)) = A(n*(t)), wobei t ein Term vom Rang < n sei und 7*[n: n = n*,
d.h., n* = 7*(n):

Zunichst bemerke, dafl 1 als Kardinalzahl P-abgeschlossen ist. Somit gilt
7 < n fir jeden Term mit rtkt < 7. Da 7* [ n eine Kollabierungs-
funktion ist, folgt, daBl 7 wohldefiniert ist (wenn, fiir Terme ¢; und to,
A(t1) = A(ta), dann erhalten wir T7 (t; = t3), daher T (7* (1) = 7* (t2)),
und schliefllich A (7* (1)) = A (7* (t2))). Um zu sehen, dafl 7 elementar ist,
sei ¢ (v, ... ,vp—1) eine Formel der Mengenlehre und z, ... , 2,1 € L,. Fir
i < n wéhle Terme ¢; aus £ mit rk¢; < n und A(t;) = z;. Mit Korollar 1
und der Tatsache, dal 7* syntaktische Ausdriicke erhélt, gilt die folgende

Kette von Aquivalenzen:

L, = ¢lzo,... ,xn-1]
gdw. T (g, [to, .- tne1]) =1
gdw. TU) (@i 7 (t0) o 7" (tn1)]) = 1

gdw. Ly« = o[ (x0),... , 7 (xp-1)]

Daher bleiben Ordinalzahlen Ordinalzahlen, und folglich erweitert @ 7*[ 7.
Schliefllich bewegt 7 eine Ordinalzahl, da 7 dies tut. Zusammen mit Bemer-

kung 2 impliziert dies die Existenz von 0%. o

Um den Beweis des Covering Lemmas zu beenden, haben wir noch Lemma 1

zu zeigen. Zuvor einige Uberlegungen.

Wenn Z = (7, €)pep s (for) <y €in gerichtetes System ist und es eine Folge
(w;); -, gibt, s.d. (b;); ., €“B existiert mit w; €y, b; < bj und w; € fip, (w;)

fiir alle 7 < j, dann ist Z nicht wohlfundiert (fy, (wi) = fi; o fop; (wi) >
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fo; (w;) fiir i < j). Wir nennen (w;),_, einen Zeugen fir die Nichtwohlfun-

diertheit von Z.

Wir fassen die Haupteigenschaften der Konstruktion im Hauptteil des Bewei-
ses zusammen, indem wir ein gerichtetes System Z = (v, €),c5» (fov' )<y
fiir das das folgende gilt, eine (v, 3)-Konstruktion nennen: Fiir alle b € B

existieren (3, < 7, und endliche Mengen Gy C vp, s.d.
i) w=M"[G,UB <v,

i) fiir b <V By < By, fopr: 7 — Y ist strukturerhaltend und fyy | G =
idrﬂba

iii) fiir alle b€ B gibt es ein V' € B, s.d. b < ¥’ und range fy nicht konfinal

in  ist, und
iv) 8 =lub{G|be B} <w.

Fiir eine (v, 3)-Konstruktion Z und Y < L, schreiben wir Z € Y gdw.
Yo, Bp, G, for €Y fiir alle b, b’ € B mit b < b'. In diesem Fall sei m: Ly =2 Y und
71 (Z) das gerichtete System (7! (75), E>b€B (! (fbb’)>b§b" Z heifit Y-
wohlfundiert gdw. 7~ (Z) wohlfundiert ist. Dies gilt gdw. es keinen Zeugen

(wi); ., fiir die Nichtwohlfundiertheit von Z gibt, wobei alle w; € Y.
SchlieBlich drei vorbereitende Propositionen, bevor wir das Lemma beweisen.

Proposition 4 FirY < L, und 8 < v seien w: Lz 2 Y und Z € Y
eine (v, B)-Konstruktion, die Y -wohlfundiert, aber nicht wohlfundiert ist.
AngenommenY CY' <X L, Y' enthilt einen Zeugen fiir die Nichtwohlfun-
diertheit von Z, Z' € Y ist eine (v, 3')-Konstruktion, wobei 8 < 3 < v,
§ ist der gerichtete Limes von 11 (Z), und &' > & ist der gerichtete Limes

von n=1(Z"), dann ist Z' nicht Y'-wohlfundiert.

Beweis Um die Situation zu fixieren, seien Z = (v, €)cp » <fbb’>b§b’ und
Z" = (b, €)pepr » (fobr )p<rys wobei B und B’ disjunkt sein sollen. Sei C' =
B U B, und fiir b € C mogen Gy C 74 und By < 73 zeigen, dal Z und 7’
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(v, B)- respektive (v, 3")-Konstruktionen sind. Weiterhin seien 7, = 7 (1),
Gy = n1(Gy), By = 771 (By) und fry = 7' (fury), wenn b < ' oder
b <" V. Seien <5,€,fb>b€B und <5,’€’fb>beB’

71 (Z) und 771 (Z'), wobei nach Annahme § < §’. Nun definiere <¢, s.d.

die gerichteten Limites von

(u<)yc<cund firbe Bund v/ € B' b <¢ V/, wenn 3, < By und

range f, C range fy. In diesem Fall sei fy = f,,' o fi.

Mit vy = M [Gy U 3] wissen wir 4, = M [Gb U Bb]- Offenbar ist fy
strukturerhaltend, und fuy [ By = id] B, Wie oben ist jedes f strukturerhal-

tend.

Als nichstes zeigen wir, dafl C' eine gerichtete partielle Ordnung ist. Es
geniigt zu zeigen, daB fiir alle b€ B ein b’ € B’ mit b <¢ ' existiert. Sei also
b € B, und wiihle ein b; € B’ mit 8, < (,, was moglich ist, da § < . Als
néchstes wihle ein by € B/, s.d. by <’ by und f; (Gb) C range f3, (beachte,
daB f, (Gy) C 0 und & > & der gerichtete Limes von Z’ ist). Jetzt beachte,
dafl es ein b3 € B gibt mit b < b3 und range fy, nicht konfinal in 73, und
daher range fy;, nicht konfinal in 4, ist. Dies impliziert, daf8 range f;, durch
ein Element von range fbg beschrinkt ist und daher nicht konfinal in § sein
kann. Daher kénnen wir ein by >’ by wiithlen, s.d. lub (range fb) € range f, .
SchlieBlich range f, ¢ M lub(range f;) [/ (Gy) U By] C range fp,. Somit ist by

wie gesucht.

Jetzt ist klar, daB Zo = <'7b,€)bec,<fbb/>b<cb, ein gerichtetes System ist.
Sei Zg = (Zc). Da B’ konfinal in (C, <¢) ist und ¢’ > 4, haben wir, da8

7" und Z¢ denselben gerichteten Limes haben. Sei (w;),_ €Y’ ein Zeuge

i<w
fiir die Nichtwohlfundiertheit von 7, s.d. w; € v, und w; € fyp; (w;), wobei
bi,bj € Bund i < j. Wihle b, € B’ mit b; <¢ b, und Vj < i b;- <" b/ fiir alle
i < w. SchlieBlich sei w} = 7 (fbib;) (w;). (w

Nichtwohlfundiertheit von Z’. —{

p P Lo
i>i<w €Y' ist ein Zeuge fiir die
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Proposition 5 Fir Y < L, existiert ein Y mit Y C Y' < L,, Y —
Y + Ny und, wenn Z €Y eine nichtwohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fir

ein B < v ist, dann ist Z nicht Y'-wohlfundiert.

Beweis Sei7: Ly =Y. Wir konstruieren Y/ per Induktion. Wir beginnen
mit Yy = Y und 6y = On. Unsere Annahme ist, dal ¥ C Y,, < Ly, J,
definiert ist, Y + Ny = ?n und, wenn Z € Y eine nichtwohlfundierte, Y;,-
wohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fiir ein < v ist, dann der gerichtete

Limes von 771(Z) in §,, ist.

Dies ist wahr fiir n = 0. Fiir n > 0 ist Y}, entweder wie gefordert, oder es gibt
eine nichtwohlfundierte, aber Y,,-wohlfundierte (v, 3)-Konstruktion Z € Y
fiir ein 8 < v. In diesem Fall sei § minimal mit dieser Eigenschaft und
ein solches 7 sowie ein Zeuge fiir die Nichtwohlfundiertheit von 7 fixiert,
Sei Y,41 die kleinste elementare Substruktur von L,

sagen wir (w;);_, .

mit Y, U{w;li€w} C Y41 (daher ist Y, 41 wie gefordert); sei &,41 der
gerichtete Limes von 7 1(Z). Nach der Induktionsannahme haben wir 6,41 €
0n. Wir miissen iiberpriifen, dal die Induktionsannahme auch fiir n+ 1 gilt:
Angenommen 7’ € Y ist eine nichtwohlfundierte, aber Y, 1-wohlfundierte
(v, #')-Konstruktion fiir ein 5/ < v. Wegen der Minimalitéit von 3 haben
wir 8 < [, und daher impliziert die vorangegangene Proposition, dafl der

gerichtete Limes von 771 (Z’) in &, ist.

Da die Folge (d,) streng monoton fallend ist, stoppt die Konstruktion

n<w

nach endlichen vielen Schritten mit dem gesuchten Y. o

Proposition 6 Es gibt ein Y <X L, mit X CY und X=Y. Weiterhin,
wenn Z €Y eine Y-wohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fir ein 5 < v ist,

dann ist Z wohlfundiert.

Beweis Wir konstruieren einen Turm (Yj,) von L,-Substrukturen. Die

a<wi

Vereinigung Y,,, wird das gesuchte Y sein.
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Wir beginnen mit der kleinsten elementaren Substruktur Yy von L., die
X als Teilmenge enthilt. Fiir lima sei Y, = |J Y. Fiir ein gegebenes Y,
erhalten wir Y,41 durch Anwendung der Vor;t<eoﬂenden Proposition. Wenn
also Z € Y, eine nichtwohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fiir ein 8 < v ist,

dann ist Z nicht Y,i-wohlfundiert.

Um zu sehen, daf Y,,, die geforderten Eigenschaften hat, bemerke zunéchst,
daB X = Y:wl, da X tberabzihlbar ist. Es bleibt zu zeigen, daf}, wenn
Z €Y, eine nichtwohlfundierte (v,()-Konstruktion fiir ein < wv ist,
dann Z nicht Y, -wohlfundiert ist. Sei also Z eine solche nichtwohlfundierte
(v, B)-Konstruktion. Mithilfe eines Zeugen kénnen wir ein abzihlbares Teil-
system Z’ von Z wihlen, s.d. Z’ eine nichtwohlfundierte (v, §’)-Konstruktion
fiir ein 3 < v bleibt. Nun gibt es ein a < wy mit Z’ € Y,, und daher ist
7" nicht Y,41-wohlfundiert. Da Y,41 C Y, sind weder Z’ noch Z Y, -

wohlfundiert. -

Beweis (Lemma 1) Sei Y wie in der vorstehenden Proposition definiert,
und 7: Lz =2 Y. Dann ist 7 wie gewiinscht. Nach Konstruktion ist X C

range 7. m bewegt eine Ordinalzahl, da X C rangen konfinal in v ist, aber

X = Y < T. Es bleibt zu zeigen, dafl, wenn 1 > 0 und 7 (Z,,) existieren,

dann 7 (Z,) wohlfundiert ist.

Erinnere, daf, wenn m (Z,,) existiert, es dann eine Limesordinalzahl 7' > 7
gibt, s.d. 7 (ZT,/) existiert. Zusétzlich ist (Z,,/) eine (v, v)-Konstruktion; um
dies zu sehen, benutze lim 7/, <ﬂb ‘b € By > konfinal in © und range 7 konfinal
in v. Weiterhin ist 7 (Zn’) Y-wohlfundiert, da Z,, wohlfundiert ist. Daher
ist ™ (Zn’) wohlfundiert nach der vorstehenden Proposition. Schlieflich ist
das selbe auch fiir beliebiges 7 (Z,») wahr, wobei n” < 7/, und daher fiir
7 (Zy). -

Dies vervollstéindigt den Beweis des Covering Lemmas.
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Starkes Covering Lemma

Satz 7 (Starkes Covering Lemma) Angenommen 0 existiert nicht,
und M €V sei ein Modell mit Universum o C On und abzdhlbarer Linge.
Dann gibt es fiir jedes tiberabzihlbare X C a ein' Y € L, s.d. MY <X M,
XcYCaumdX=Y.

Bevor wir den Satz beweisen, einige wohlbekannte Definitionen.

Definition 18 Seien a € On, k eine Kardinalzahl und X C [o]".
i) X heiBt unbeschrinkt’ gdw. Yy € [a]" 3z € X y C .

ii) X heift abgeschlossen! gdw. fiir {z, |y <k AVB <~y x5 Cxy} C X

auch |z, € X.
Y<K

iii) X heit abgeschlossen-unbeschrinkt! (club) gdw. X abgeschlossen und

unbeschrinkt ist.
iv) X heiBt stationdr’ gdw. X und Y fiir alle club Teilmengen Y von [a]"

nicht disjunkt sind.

Beweis Sei eine Situation wie im Satz gegeben, und es sei kK = X. Als

erstes zeigen wir, dafl die folgende Menge club ist:

A={Y|XCYAY€Ea"AMY <M}

A ist unbeschriinkt nach Lowenheim-Skolem abwirts: Angenommen y € [a]”,

dann gibt esein Y D X Uy mit MY < Mund?:XUy = k (Beachte,

dafl die Linge von M abzihlbar und daher kleiner als 8y < k ist).

Um zu sehen, dafl A abgeschlossen ist, beachte, daBl jede Menge
{Yylv <k AVB<yYgCY,} C A eine elementare Kette und daher die

Vereinigung wie gewiinscht ist.

fgenauer in [a]®, was wir aber auslassen, wenn dies aus dem Kontext klar wird
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Als niichstes zeigen wir, dal B) = {Y el ‘Y € [U]A} stationir in [v]* fiir

alle Ordinalzahlen v > A und tiberabziahlbare Kardinalzahlen A ist.

Angenommen nicht. Sei v minimal, s.d. fiir eine iiberabzihlbare Kardinal-
zahl X eine club Menge C € [v]* mit B} N C' = () existiert. Fixiere A und C.

Ahnlich wie im Beweis des Covering Lemmas erhalten wir:
) Ng< A<D

ii) L = ,v ist eine Kardinalzahl“
Angenommen nicht, und es seien y = 7" und f:up e v, wobei f € L.
Da C = {f7'[c]|c€C} club in (1) ist mit p < v, existiert ein
¢y € C'N L. Daher ¢q := f[eg] € C'N L.

Ausgehend von einem elementaren 7: Lz — L, konstruieren wir 7* wie

oben. Erneut brauchen wir ein
Lemma 2 Fs gibt v € On und w: L; — L, elementar, s.d.
i) rangemr Nv e C
it) 7| ist nicht trivial.
iii) Wenn n > © und w(Zy) existiert, dann ist © (Zy,) wohlfundiert.
Mit 7 wie im Lemma nehmen wir an, daff 7 (Z,)) fiir ein 7 > v nicht existiert.
Wir erhalten range 7* € L und daher range7* Nv € C'N L im Widerspruch

zu unserer Annahme. Folglich existiert m(Z,) fiir alle n > ©. Erneut kon-

struieren wir 7: L, — L, fiir eine Kardinalzahl 7, und 0% existiert.

SchlieBlich ist BY} stationéir und Y € AN B die gesuchte Menge. =

Um Lemma 2 zu zeigen, miissen wir einige Ergebnisse aus dem Beweis des

Covering Lemmas verstérken.

Proposition 7 FirY X L, und U C v mit U =Y existiert ein Y' mit

YUU CY' <X Ly, Y =Y + No und, wenn Z €Y eine nichtwohlfundierte
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(v, B)-Konstruktion fir ein 8 < v ist, dann ist Z nicht Y'-wohlfundiert.

Beweis Im Beweis von Proposition 5 sei Y die kleinste elementare Sub-

struktur von L, mit Y UU C Y. o

Proposition 8 FEs gibt einY < L, mit Y Nve C und Y =\ Weiterhin,
wenn Z €Y eine Y-wohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fir ein f < v ist,

dann ist Z wohlfundiert.

Beweis Wir konstruieren einen Turm (Yj,) von L,-Substrukturen. Die

a<wi

Vereinigung Y,,, ergibt das gesuchte Y.

Zu Anfang wihle ein Element von C', sagen wir ¢, und es sei Yj die kleinste
elementare Substruktur von L,, die ¢ als Teilmenge enthélt. Fiir lim a sei
Yo = U Y5. Fiir ein gegebenes Y, erhalten wir Y, durch Anwendung der
vorste7h<ecrt1den Proposition auf Y, und ¢, € C' mit Y, Nv C ¢4. Daher, wenn

7 €Y, eine nichtwohlfundierte (v, 3)-Konstruktion fiir ein 8 < v ist, dann

ist Z nicht Y,i-wohlfundiert.

Um zu sehen, daf Y,,, wie gesucht ist, beriicksichtige zunéchst, daf3 Y:wl = A,
da X iiberabzihlbar ist. Der Beweis, daf, wenn Z € Y,,, eine nichtwohlfun-
dierte (v, §)-Konstruktion fiir ein § < v ist, dann Z nicht Y, -wohlfundiert
ist, ist derselbe wie in Proposition 6. Schlieflich ist Y Nv = [J ¢, € C, da
C abgeschlossen ist. e -
Beweis (Lemma 2) Sei Y wie in der vorstehenden Proposition und
m: Ly 2Y. Dann ist m wie gesucht. Nach Konstruktion ist rangem Nv € C.
[ v bewegt eine Ordinalzahl, da rangem Nv € C'\ L nach Annahme. Der
Beweis, daf8, wenn 1 > v und 7 (Z,,) existiert, dann 7 (Z,) wohlfundiert ist,
ist wie in Lemma 1, abgesehen davon, dafl 7 (Zn’) eine (v, #)-Konstruktion

fiir ein B < v ist (wir verlieren die Konfinalitit von range 7 in v). a

Dies vervollstindigt den Beweis des Starken Covering Lemmas.
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